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Abstract The quadrat method and the Petersen method are basic techniques for the investiga-

tion of stock size. The binomial distribution or the hypergeometric distribution is used for these

methods in statistics. The comparison between the conventional and Bayesian statistics for these

models makes it easy to understand the meaning of the confidence interval. Several numerical

examples show that the approximation to the normal distribution corrected by half integer is the

most useful method for these models. The classical Bayesian method in which a uniform distri-

bution is used for prior distribution of � or � is most adequate，because its confidence interval

is proven to be almost equal to that of the conventional statistics.

Key word: Bayesian, binomial distribution, hypergeometric distribution, interval estimation, Pe-

tersen method, quadrat method
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枠どり法と Petersen 法の区間推定における
伝統的統計学とベイズ統計学との比較

赤嶺 達郎＊

Comparison between Conventional and Bayesian Statistics
in Interval Estimation for Quadrat Method and Petersen Method

Tatsuro AKAMINE＊

枠どり法と Petersen 法は個体数推定における基本

的手法である。これらは二項分布と超幾何分布で確率

モデル化でき，区間推定についても多くの研究が行わ

れてきた。しかしながら多くの手法が提示されている

にもかかわらず，実用的には精度の面で不十分なもの

が多く，理論的な検討も不十分であった。ここでは伝

統的統計学とベイズ統計学の比較という立場で，数値

例を用いて区間推定手法について比較検討する。この

ような単純なモデルについて比較することによって，

両者の立場の違いが鮮明になるからである。同時に枠

どり法と Petersen 法における最適な区間推定方法も

提示する。

伝統的統計学とベイズ統計学では信頼区間の考え方

がまったく異なり，同じ土俵の上で比較することはほ

とんど不可能である。ベイズ統計学に関して赤池

（１９８９）は「事前分布の選択は決して容易なものでは

ない。それどころか，この問題をめぐる“哲学的な”

議論は多数の人々を巻き込み，結局なんらの決定的な

解決をも見なかった」として，「ベイズ的方法の有効

性は，なんらかの公理によって保証されるものではな

く，現実の問題に対して著しい有効性を示すような適

用事例の集積を通じてはじめて，広く一般に受け入れ

られるようになる」と述べている。同様に Seber（１９９２）

も多くのベイズ的方法を紹介した上で，伝統的方法と

比較してその有効性を検討する必要があると述べてい

る。しかしながら１９９０年代からベイズ統計学では，事

前分布の不確実性を考慮に入れた「階層モデル」か，

事前分布をデータから推定する「経験ベイズ」が主流

となっていて，これらに関する議論はすべてベイズ統

計学の枠内で終始している。この小論のように実際の

数値例について両者を比較検討したものは，ほとんど

見受けられない。なお竹内（１９８９）は「Non-Bayesian

の立場からベイズ的方法を考えるとき，２つの方向が

考えられる。１つは Non-Bayes 的枠組みの中でベイ

ズ法を用いることによって積極的な結果を得ることで

あり，もう１つは Non-Bayesian の観点からベイズ法

を検討することである」と述べている。この小論にお

ける方向は後者であるが，前者の方向も含んでいる。



確率モデルと区間推定方法

枠どり法（quadrat 法）はベントス調査などにおけ

る基本的手法で，抽出率 �で採集して�尾採れた場
合に，全体の尾数�を推定する方法である。対象生
物がランダム分布している場合には�は二項分布に
従う。Petersen 法は標識再捕の基本的手法で，全体で�尾いるうちの� 尾に標識をつけ，�尾再捕したう
ちの�尾に標識があった場合に�を推定する方法で
ある。ランダム分布が仮定できる場合には�は超幾
何分布に従うが，二項分布で近似できる。

最初に確率分布を定義する。二項分布は
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と定義される。ここで���
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である。確率変数は�であるが，枠どり法では母数�を推定する。一方，Petersen 法では標識率である母

数 �を推定し，これから�����を推定する。超
幾何分布は
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と定義され，�と� が�と�と比較してはるかに
大きな場合には二項分布で近似できる。確率変数は�
であるが，Petersen 法では母数�を推定する。なお
超幾何分布では� と�は交換可能なので，
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�����	�	�	�
 �

が成立する。

伝統的統計学はネイマン・ピアソン流の帰無仮説に

基づく方法で，母数の分布は一切考慮せず，確率変数

の分布だけを用いるため，頻度論者（frequentist）と

呼ぶこともある。これに対してベイズ統計学は母数の

分布を積極的に用いる方法で，「ベイズの定理」だけ

を使用する。歴史的にはベイズ統計学が最初に用いら

れ，それを否定していく過程で伝統的統計学が確立さ

れていった。しかしベイズ統計学は生き残り，近年で

は意志決定などの分野で復活してきており，発展と普

及が著しい（松原，２０００）。

この論文で比較する方法を以下に列記する。

� 伝統的統計学において確率変数の���（最高確
率密度領域，Highest Density Region）を用いて母

数の信頼区間を求める方法。���は領域内における任意の点の確率が領域外に
おける任意の点の確率よりも高い領域で，区間の長さ

は最小となる。区間推定で用いる最良の区間であるが，

計算が面倒なため従来はほとんど用いられなかった。

しかし最近は表集計ソフトの組込み関数で簡単に確率

分布の値が求められるので（岩崎，２０００），���を
求めることが可能となってきている。

伝統的統計学で母数�の信頼区間を求める場合に
は，帰無仮説：

������� �

を立てる。このとき��の下での確率変数 �の９５％区
間を���で求めることができる。��にいろいろな値
を入れて，この区間内に実際のデータが含まれている

場合には，��を�の９５％信頼区間内に含め，そうで
ない場合には含めない。これで母数�の信頼区間が
求まる。実際に離散モデルで���をいちいち求める
のは面倒なので，以下のようにする方が効率的である。

確率変数�の確率を����
とする。この確率分布
において確率����
以上の部分の総確率を以下のよう
に定義する。
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ここで

!
はすべての �についての総和（連続モデル

の場合には積分）を意味している。これより $�
��
は自明である。���は集合の表現を用いると，９５％
の場合には，

����$'()
� �* ����
� 
+$'(), - �

と表すことができる。これより点�が９５％区間に含
まれるかどうかの判定方法は以下のようになる。

 ����
� 
+$'()ならば，点�は９５％区間に含まれる。 ����
� 
.$'()ならば，点�は９５％区間に含まれない。
通常は���ではなく片側/�0点を求めることが多
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い。便宜的方法であるが，実用的な手法である。左右

対称分布の場合には���と一致する。二項分布の �
の推定などで「正確（exact）法」と呼ばれている方

法は，この片側/�0点を正確に求める方法なので，
区間推定手法としては���よりも劣ることに注意す
る必要がある。なお，この方法は積分ではリーマン積

分に対応し，���はルベーグ積分（小寺，１９９５）に
対応している。

この方法は計算が面倒であるが，理論的には何の問

題もない。したがって以降の比較では，この方法の値

にどれだけ近いかで精度の優劣を判定することにす

る。最初に言明したように，これはあくまでも Non-

Bayesian の立場である。

	 正規分布に近似して「半整数補正」を行う方法。

二項分布は �を固定して�→1 としたとき，正
規分布に近づく（ド・モアブル－ラプラスの定理）。

伝統的統計学においては，正規分布に近似できる場合

には母数�や �の区間推定は２次方程式に還元でき
るので，簡単に解くことができる。具体的に示すと二

項分布の平均は��，分散は������ 
なので，
2� ���������� 
3 


とおくと，上記の定理より2の分布は標準正規分布�$	�� 
に近づく。
式より
20������ 
������ 
0 �

という２次式が得られる。この式は �	�� 
平面では放
物線， �	�� 
平面では楕円となるので， �	�	�� 
空間
で「楕円放物面」を形成している。なお �→０，�→1 かつ��→4の場合には，二項分布はポアソン分布
に近づく。二項分布の計算は大変なので，正規分布や

ポアソン分布が考案されたのである。ポアソン分布は

左右不対称なので正規分布よりも扱いにくい。

実際に区間推定を行う際には，「半整数補正」を行

うのがよい。これは離散分布（二項分布）における点�の確率は，連続分布（正規分布）では区間「��$')
～�5$')」における確率に相当することによる補正で
ある。これより枠どり法における�の区間推定の式
は，

���� �6$')5200���� 
7
82 �6$')� 
���� 
5209���� 
0: ;

�

となる（復号逆順に注意）。同様に Petersen 法におけ

る �の区間推定の式は，
�� ��520 �6$')52007
82 �6$')� 
���6$')�� 
5209< =




となる（復号逆順に注意）。
式は竹内，藤野（１９８１）
にも紹介されているが，2の前の符号を誤っているの
で注意する必要がある。両式で2��'(>とすれば９５％
信頼区間が求まる。

� ベイズ統計手法として事前分布に一様分布を仮定

する古典的方法。

ベイズ統計学は「逆確率の方法」とも呼ばれ，「ベ

イズの定理」を積極的に用いる古典的な方法である。

ベイズの定理は数学的には条件付き確率におけるほと

んど自明な定理で，

���*�� 
�����
���*�� 
�����
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と表される。ここで��?*@� 
は事象@の下の事象?
の条件付き確率を意味している。ベイズ統計学ではこ

の定理を以下のように書き直して用いる。�A�BC��
��A������
D�*�� 
� 	 �!�A������
D�*�� 
 �

ここで左辺の�A�BC��
は�A�BC�*�� 
を略記したも
のである。�式の���*�� 
はデータ発生確率で， こ
の論文の例では二項分布や超幾何分布などであるが，

データ�を固定して考えた場合には�式のように母数�の関数D�*�� 
となるため「尤度（関数）」と呼ば
れる。この式より母数�の事前確率が�A������
とし
て与えられたとき，事後確率を�A�BC��
として得る
ことができる。なお

!
は母数�のとりうるすべての

範囲にわたる総和（連続モデルの場合には積分）であ

る。 は事後確率の総和を１とするための規格化の
定数にすぎないので，この定理の本質的な部分は�A�BC��
E�A������
D�*�� 
 �

と表すことができる。つまり「事後確率は事前確率と

尤度（データ発生確率）の積に比例する」ことを意味

している。

ベイズの定理は数学的に正しい定理であるが，通常

の統計学的問題では事前分布が明らかでないことが多

い。そのため事前分布の作り方にさまざまな手法が提

言されていて，ベイズ統計学には多くの手法が存在す
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る。昔は「根拠薄弱のために，いくつかの相互に排反

な事象に，等確率を与える」という「理由不十分の原

理」（繁桝，１９８５）を適用することが多かったので，

この論文では一様分布を事前分布とする手法を「古典

的手法」と呼ぶことにする。

枠どり法で�の区間推定をベイズ統計で行う場合
に，�の事前分布として一様分布を採用したのは
Mangel and Beder（１９８５）が最初である。このとき�の事後分布において，

!���1 ���	�	�� 
��� �

が成立する。しかし Mangel and Beder（１９８５）およ

び Hilborn and Mangel（１９９７）では区間推定におい

て，点推定値から上下に等距離となる区間を用いてお

り，一般的でない。Akamine（１９８９a）は同一モデル

において���で区間推定を行い，さらに
!F�����F	�	�� 
��!G��������	G��	�� 
 �

を導いている。この式は�の上側確率と�の事後分
布の下側確率が完全に一致することを意味している。

したがって伝統的統計学とベイズ統計学の古典的手法

とで�の区間推定を片側/�0点で行った場合には，
両者の解はほとんど一致する。ただし両者とも���
で行った場合には若干の差が生じる。

Petersen 法で二項分布の�の区間推定を行う場合に
も，事前分布として一様分布を仮定することが多い。実

はこれはベイズ自身が行った方法である（Bayes,

１７６３）。現在，ベイズの定理と呼ばれている�式は，
ラプラスがこれを一般化したものである。このとき �
の事後分布において，H

$����	�	�� 
I�� ��5� �

が成立する。さらに，

�5�� 
H$����	�	J� 
IJ�����K�L�� 

5 !F��5�� ��F	�	�� 
 �

が成立するが，この式は�の上側確率と �の事後分
布の下側確率がほぼ一致することを意味している。し

たがって伝統的統計学とベイズ統計学の古典的手法と

で �の区間推定を片側/�0点で行った場合には，両
者の解はほとんど一致する。フィッシャーはベイズ統

計を徹底的に攻撃したが，１９２２年の論文で「もし逆確

率の中にはエラー以外何ものもなかったとしたなら

ば，その逆確率は決してラプラスやポアッソンの心を

奪わなかったはずだという疑問が残る」という感想を

漏らしている（蓑谷，１９９７）。この疑問に対する回答

のひとつとして，上記のように二項分布の母数�ま
たは �の推定問題においては，母数の事前分布を一
様分布と仮定した古典的なベイズ統計学が，伝統的統

計学とほとんど同一の解を与えるという事実を挙げる

ことができる。しかしこのように事前分布として一様

分布が適切な場合は決して多くない。後述のように，

超幾何分布において母数�の事前分布として一様分
布を仮定することは不適切である。

� ベイズ統計手法として事前分布に一様分布以外の

分布を使用する方法。

二項分布の �の事前分布として，
�A������
E ������ 
3 �

がよく用いられている（渡部，１９９９）。これはフィッ

シャー情報量の平方根に比例するもので，ジェフリー

ズの基準の一種である。他によく用いられる事前分布

は，

�A������
E ������ 
 �

である。これは二項分布の共役分布となるベータ分布

において，�式の を最大にするもので，「経験ベイ
ズ」の考え方に従ったものである。この小論では一様

分布とこの２つの事前分布について比較検討する。

次に Petersen 法について超幾何分布で厳密に検討

してみる。二項分布と同様に �����が一様分布と
なればよい。� が未知で�が既知の場合には，�
の事前分布を一様分布とすればよいので簡単である

（鈴木，１９８７）。この場合には� の事後分布において，
!������5��5��5����L�L�L�� 
�� �

が成立し，さらに，

!M��� �5��5����	�	M	�� 
��5��5����	�	�	�� 

5 !F��5�� ��F	�	�5�	�5�� 


�

が成立する。この式は�の上側確率と� の事後分布
の下側確率がほぼ一致することを意味している。

しかしながら Petersen 法では� が既知で�が未
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知である。Akamine（１９８９b）は�の事前分布として，
�A������
� �5��50� 
�5�� 
 �

を提示した。このとき�の事後分布において，
!���5���1 �5�� 
�5�� 
�50� 
�5�� 
���	�	�	�� 
�� �

が成立し，さらに�式と同様に，

!N��1 �5�� 
�5�� 
N50� 
N5�� 
���	�	�	N� 

��5��5����	��	�� 
5 !F��5�� ��F	�	�5�	�5�� 


�

が成立する。この式は�の上側確率と�の事後分布
の上側確率がほぼ一致することを意味している。これ

らの数式の簡単な証明は付録に示した。

ここで �は連続分布であるが，�は離散分布であ
ることに注意する必要がある。�の事後分布において
確率は �5�� 
�A������
���	�	�	�� 
であるが，こ
れを�の離散分布（棒グラフ）とみなした場合には �
と整合性の高い信頼区間を得ることはできない。�の
事後分布における高さ（確率密度）は���	�	�	�� 

と一致し，�A������
���	�	�	�� 
と一致するのは
面積（確率）だからである。したがって�の連続分
布（ヒストグラム）とみなして，���	�	�	�� 
の
値をヒストグラムの高さ（確率密度）に，�A������

の値をヒストグラムの横幅に， �5�� 
を規格化の定
数に解釈する必要がある。これより区間推定を行う際

には，事後確率の値の大きい項から採用するのではな

く，「確率密度���	�	�	�� 
の大きい項から採用」
していって，事後確率の総和が９５％になった段階で打

ち切れば，���としての９５％信頼区間が求まる。こ
うすることによって二項分布の場合と整合性の高い信

頼区間を得ることができる。通常のベイズ統計学にお

ける事後分布の扱い方と異なるため，ここではこの

Akamine（１９８９b）の方法を便宜上「修正���法」と
呼ぶことにする。

数 値 実 験

ここでは数値例を用いて上記の信頼区間推定方法を

比較検討してみる。

〔例１〕枠どり法で ��$'0，��0$のとき，�の９５％
信頼区間を求める。これは Akamine（１９８９a）

の例である。

� 伝統的統計学で���を用いて信頼区間を求める
と，��O$～�99	�9O。この場合に信頼区間は不連
続となる。

	 半整数補正した正規分布近似�では，��O$～�9)。
� �の事前分布を一様分布として�の���を求める
と，��>>～�99。
以上を比較すると，実用的には正規分布近似で十分

であるが，�の事前分布を一様分布とするベイズ統計
手法も悪くない。�では信頼区間が不連続となってい
るが，後述のように �の区間推定においても同様の
現象が認められる。離散分布では連続分布と違って， ����
� 
の値が９５％のような特定の値と通常は一致
しないためである。伝統的統計学で���を用いた場
合は，信頼区間が連続になるとは限らないので注意が

必要である。

〔例２〕Petersen 法（二項分布）で���$$，��0$の
とき，�の９５％信頼区間を求める。これは Aka-

mine（１９８９b）の例である。

� 伝統的統計学で���を用いて信頼区間を０．００１き
ざみで求めると，��$'�P)～$'0Q9。

	 半整数補正した正規分布近似
では，��$'�PO
～$'0QP。

� �の事前分布を一様分布として$'$$)きざみで���を求めると，��$'�P)～$'0Q)。なお事後確率
のモードは ��$'0$$。

（d-１） �の事前分布を�式として$'$$)きざみで���
を求めると，��$'�P$～$'0Q$。なお事後確率のモー
ドは ��$'�()。

（d-２） �の事前分布を�式として$'$$)きざみで���を求めると，��$'�0)～$'0O)。なお事後確率
のモードは ��$'�()。
このような素直なデータに関しては結果にほとんど

差がないが，�の２法は �の小さい方にずれていて，
この傾向は次の例３でさらに顕著になる。

〔例３〕Petersen 法（二項分布）で���$$，���の
とき，�の９５％信頼区間を求める。

� 伝統的統計学で���を用いて信頼区間を$'$$�き
ざみで求めると，��$'$$9～$'$9(。ただし$'$$$�
きざみで求めると，「��$'$9)P～$'$9)(は区間外」
となる。つまり信頼区間は不連続となっている。こ

の理由は例１の�と同様である。
	 半整数補正した正規分布近似
では，��$'$$P)
～$'$9>。

� �の事前分布を一様分布として$'$$�きざみで���を求めると，��$'$$�～$'$9>。なお事後確率
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のモードは ��$'$�。
（d-１） �の事前分布を�式として$'$$�きざみで���を求めると，��$'$$�～$'$PQ。なお事後確率
のモードは ��$'$$)。

（d-２） �の事前分布を�式として$'$$�きざみで���
を求めると，�＝０．０００～０．０２９。なお事後確率の
モードは�＝０．０００。
このような極端なデータに関しては結果にかなりの

差がでる。実用的には正規分布近似で十分である。こ

こで�について補足説明を行う。��$'$$Pの場合に
は，�について ��$�
� 
�$'O9， ����
� 
�$'(>とな
るので，���は９６％区間には含まれるが，９５％区間
には含まれない。さらに��$'$$$)の場合には，�につ
いて ��$�
� 
�$'()�となるから，９５．１％の���は
存在するが，９５％の���は存在しない。これらは奇
妙な印象を与えるかもしれないが，前述のように離散

分布では連続分布と違って， ����
� 
の値が９５％の
ような特定の値と通常は一致しないことに起因してい

る。

ベイズ統計手法では�の一様分布が最適であるが，
下限の精度がやや悪い。これは �が小さい部分では
正規分布ではなくてポアソン分布に近いため，�の���の棄却域が両側の/�0点ではなくて上側 α 点に
近くなるためである。�の２法については�の値と大
きく異なるが，これは事前分布において ��$近辺
の重みが大きいためである（同様に ���近辺の重
みも大きい）。標識再捕法では標識率 �の値が大きい
ほど推定精度が高くなるから，できるだけ多く標識す

るように推奨されている。したがって ��$近辺の
重みが大きい事前分布を積極的に用いる必要性はない

と思われる。とりわけ（d-２）では事後分布のモードは��$で，もし本当に ��$であるなら���となる
はずがないから，事後分布としては受け入れ難い。

〔例４〕Petersen 法（超幾何分布）で� �)$，��P)，��0)のとき，�の９５％信頼区間を求める。
これは Manly（１９９７）の例である。

� 伝統的統計学で���を用いて信頼区間を求める
と，��>0～QP。

	 半整数補正した正規分布近似
で �を求めて�
に変換すると，��>�～QQ。

� �の事前分布を一様分布（��>$～�)$）として���を求めると，��>0～Q9。
� 修正���法で�の���を求めると，��>P～Q9。
このデータに関してはほとんど差が出ない。標識率�の点推定値は)�O�$'O�であるが，このような高

い標識率であれば，どのような方法でも区間推定の精

度は高くなる。標識再捕法としては非現実的な数値な

ので，次にもう少し現実的な数値で検討してみる。

〔例５〕Petersen 法（超幾何分布）で� �0$，���$，��0のとき，�の９５％信頼区間を求める。こ
れも Akamine（１９８９b）の例である。

� 伝統的統計学で���を用いて信頼区間を求める
と，��9)～000。

	 半整数補正した正規分布近似
で �を求めて�
に変換すると，��99～09O。

� �の事前分布を一様分布として���を求める
と，�の上限の設定によってどのような値もとり
得るので，推定不能である。たとえば�の事前分
布を��0Q～)$$の一様分布と仮定すると，���
は��9)～99Pとなるが，��0Q～�$$$の一様分
布と仮定すると，���は��9$～OOQとなる。

� 修正���法で�の���を求めると，��9)～9P)。
実用的には正規分布近似で十分である。�では�

の上限の値が大きく異なっている。これは�の下限
では正規分布に近いので�の棄却域は下側/�0点であ
るのに対し，�の上限ではポアソン分布に近くて�
の棄却域が上側/点となっているためである。�に
お い て�の 下 側/�0点 は��9P，上 側/点 は��0)Oとなっている。したがって信頼区間を���
ではなく「�の下側/�0点～上側/点」に修正すれ
ば精度は高くなるが，これはもはやベイズ統計手法と

は言えない。なお正規分布近似においても事情は同じ

であるが，近似精度が悪くて/�0％のはずが実際は
α％に近くなっているため，かえって信頼区間の精度
が高くなっている。これらについて確認するため��$')とした次の例を示す。なお�については実用
的でないことが既に示されたので省略した。

〔例６〕Petersen 法（超幾何分布）で� �)$，���$，��)のとき，�の９５％信頼区間を求める。
� 伝統的統計学で���を用いて信頼区間を求める
と，��>O～0$�。

	 半整数補正した正規分布近似
で �を求めて�
に変換すると，��>(～�Q0。

� 修正���法で�の���を求めると，��>O～0$>。
このデータに関しては正規分布近似よりも修正���法の方が精度が高い。これは �の値が$')に近

いため，�の上限下限ともに�の片側/�0点となっ
ているからである。
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考 察

枠どり法については例１に見たように，実用上は正

規分布近似で十分であるが，ベイズ統計手法を用いる

場合には�の事前分布を一様分布と仮定するのがよ
い。Mangel and Beder（１９８５）はこれとフィッシャー

情報量の平方根に比例する事前分布（ジェフリーズの

基準の一種）を比較している。後者は前者よりも�
の小さい方に事後分布がずれていて，不適切であった。

Petersen 法についてはベイズ的手法が数多く提唱さ

れてきている。Gazey and Staley（１９８６）は超幾何分

布の�の事前分布を一様分布と仮定した。しかしこの
仮定は二項分布の�の事前分布を一様分布と仮定す
る方法と矛盾しており，例５のように区間推定が不能

な場合もある。一方，Castledine（１９８１）は二項分布

において�と�の同時事前分布を考え，�については
ベータ分布，�については一様分布または���に従
う（これはR�S��
についての一様分布と同じ）モデ
ルなどを検討した。繁桝（１９８５）によるとジェフリー

ズは「無知の状態を表す事前分布」として「����
E
定数」つまり�についての一様分布，および「����
E���」つまりR�S��
についての一様分布，以上の２つ
を提案している。これらの論文はこのジェフリーズの

規準をほとんど無条件で採用しているわけである。

また Smith（１９８８）はポアソン分布において���
の事前分布をガンマ分布と仮定した。事前分布を一様

分布に限定した古典的なベイズ統計学と異なり，事前

分布を一般的なガンマ分布やベータ分布に拡張してそ

れらの分布の母数（これを超母数（hyper parameter）

と呼ぶ）を検討するのが，最近のベイズ統計手法の傾

向である。さらに Raftery（１９８８）は二項分布の�の
事前分布をポアソン分布と仮定し，その事前分布にお

いて�は一様分布，�は���に従うという「階層モ
デル」を検討した。これらはベイズ統計学における最

近の流行をいち早く導入したモデルである。しかしい

ずれも伝統的統計学との比較検討をしておらず，実用

性に疑問が残る。

さ ら に 最 新 の MCMC（Markov chain Monte

Carlo）法を Petersen 法に適用した例が Manly（１９９７）

に紹介されている。T を無標識魚数，Uを再捕され
た無標識魚数，Vを再捕率とおいて，T はU～T$で
一様分布，Vは$～�で一様分布するという同時事前
分布を仮定している。母数が２つなので MCMC 法

を具体的に説明するには適当なモデルであるが，Pe-

tersen 法のモデルとしては不適当である。なぜならTとVは独立ではないからで，���5T，���5U，V����より，

V� �5U�5T �

が成立する。�，�，Uは定数だから，TとVは独立
ではなく１対１対応の関係にあって，�式は直交双曲
線のグラフを意味している。Manly（１９９７）のモデル

は� 尾から再捕率Vで�尾を再捕したとき，T尾か
ら同じ再捕率VでU尾を再捕するというモデルなの
で，再捕率Vが同一であれば場所や時刻が異なって
いても差し支えない。Petersen 法とは異なるモデルで

ある。

前述のように Petersen 法については実用的には正

規分布近似で十分である。ベイズ統計モデルを用いる

場合には二項分布では �の事前分布を一様分布とす
る古典的なもの，超幾何分布では修正���法が無難
である。ベイズ統計手法ではデータが追加されるごと

に推定精度が向上すること，つまり事後分布の更新が

魅力である。Petersen 法についてこれを検討してみよ

う。二項分布において �の事前分布を一様分布と仮
定して１回目の事後分布を求め，それを２回目の事前

分布と仮定して２回目の事後分布を求め，以下これを

繰り返す。最初の事前分布は一様分布だから，事後分

布はベータ分布となる。したがって

�A�BC��
E������� 
�����  

である。これが２回目の事前分布となるので，２回目の

事後分布は

�A�BJ��
E������� 
�����W��0���� 
�0��0����5�0���� 
��5�0�����0 !

となる。これを反復するとF回目の事後分布は
�A�BC��
E�!����� 
!��!� "

となる。この式は Petersen 法を１回だけ行ったとき，

再捕した
!����5WWW5�F� 
尾のうち !����5WWW5�F� 
尾

が標識魚であった場合と同一である。したがって
!�

と
!�の値を用いて正規分布近似
で計算すればよ

い。

二項分布は復元抽出モデルなので以上のような扱い

が可能であるが，超幾何分布は非復元抽出モデルなの

で扱いが若干異なる。１回目に ��尾再捕したうちの��尾に標識があり，２回目に �0尾再捕したうちの �0
尾に標識があったとする。１回目の再捕魚を戻さな

い場合（非復元抽出）には一度に ��5�0� 
尾再捕し
たうちの ��5�0� 
尾に標識があった場合と同じとみ
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なせる。つまり修正���法において����5�0，����5�0とおくだけでよくて，�式を用いた事後分
布の更新はかえって面倒である。１回目の再捕魚を戻

した場合（復元抽出）には通常のベイズ統計手法と同

様に�式による事後分布の更新を行うべきであるが，
そのような非復元抽出と復元抽出を交互に行うような

場合には，超幾何分布を用いるよりも二項分布による

近似法を用いる方が無難だろう。

なお伝統的統計学においては���を用いることは
稀で，通常は便宜的な片側/�0点を用いる。実用的
にはそれでほとんど差し支えないからである。この論

文では比較検討のためベイズ統計学においても���
で区間推定を行ったが，実用的には片側/�0点で十
分である。その場合には�，�，�および�式によっ
て，両者の値がほぼ一致することが保証される。その

ような検討を行わずに，ベイズ統計学の論理だけで議

論を展開することは慎むべきである。

ま と め

枠どり法と Petersen 法の区間推定において，伝統

的統計学とベイズ統計学のいくつかの手法を数値例を

用いて比較検討し，以下の結果を得た。

１．区間推定は伝統的統計学における���を用いる
のが最良である。しかし信頼区間が不連続になる場

合もあり，表集計ソフトを用いても面倒な場合が多

い。

２．枠どり法および Petersen 法において区間推定を

行うには，実用的には半整数補正した正規分布近似

の式で十分である。

３．ベイズ統計手法を用いる場合には，枠どり法で

は�の事前分布を一様分布とする方法，Petersen

法では二項分布を用いる場合は �の事前分布を一
様分布とする方法，超幾何分布を用いる場合には

Akamine（１９８９b）の方法がよい。他のベイズ統計

手法を用いる場合には，これらよりも精度の高い手

法を採用するように努めるべきである。

４．�が０に近い部分では超幾何分布および二項分
布はポアソン分布に近づき，棄却域が両側の/�0
点から上側 α 点に変化する。そのようなデータに
ついてベイズ統計手法で精度よく推定することは現

段階では困難に思われる。
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二項分布と超幾何分布における関係式の証明を簡潔に示す。最初に二項分布について解説する。基本となる

のは�についての漸化式：
���	�	�� 
�������	���	�� 
5���� 
���	���	�� 
 （A１）

である。これより，

!F��� ��F	�	�� 
�������	���	�� 
5!F�������F	���	�� 
 （A２）

を得る。これを反復すると，

!F��� ��F	�	�� 
��!G��� �����	G��	�� 
 （A３）

を得る。ここで�→1 とすると，左辺は１に近づくから，
!���1 ���	�	�� 
��� （A４）

となる。ただし（A４）式の証明は（A３）式から導くよりも，直接に証明した方が簡単である。一方，部分

積分を行うと， H
$����	�	�� 
I�� ��5� （A５）

および，

�5�� 
H$����	�	J� 
IJ�!F��� ��F5�	�5�	�� 
�����	�	�� 
5 !F��5�� ��F	�	�� 
 （A６）

を得る。後半で（A２）式を用いた。

次に超幾何分布の関係式を解説する。二項分布の場合と同様に基本となるのは�についての漸化式：
���	�	�	�� 
����5����5������	���	�	�� 
5�����5�5����5� ���	���	�	�� 
 （A７）

である。これより，

!F��� ��F	�	�	�� 
��������	���	���	���� 
5!F�������F	���	�	�� 
 （A８）

を得る。これを反復すると，
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!F��� ��F	�	�	�� 
��� !G��� �����	G��	���	���� 
 （A９）

を 得 る。こ こ で�����5�と す る と，左 辺 は１と な る。な ぜ な らFの 上 限 は�で 下 限 は�5�����5���5�� 
����となるからである。したがって，
!������5����	�	�	�� 
��5��5� （A１０）

を得る。ところで超幾何分布では� と�を交換できるので，上式より，
!������5��5��5����	�	�	�� 
�� （A１１）

を得る。（A９）式においても� と�を交換すると，
!M��� �5��5����	�	M	�� 
�!F��� ��F5�	�5�	�5�	�5�� 


��5��5����	�	�	�� 
5 !F��5�� ��F	�	�5�	�5�� 
 （A１２）

を得る。後半で（A８）式を用いた。

ところで「部分和分」公式は以下の２通りある。

!�XYJ�
ZJ�
�[��YJ�
ZJ��� 
\ ]�X5��!�X[��YJ�
[ZJ��� 
 （A１３）

!�XYJ�
ZJ�
�[��YJ�
ZJ�
\ ]�X5��!�X[��YJ5�� 
[ZJ�
 （A１４）

ここで [は差分「[YJ�
�YJ5�� 
�YJ�
」を意味し，[��はその逆演算である和分を意味している。（A１３）式

を用いると，

!���5���1 �5�� 
�5�� 
�50� 
�5�� 
���	�	�	�� 
�� （A１５）

を得る（Akamine,１９８９b）。同様に（A１４）式を用いると，

!N��1 �5�� 
�5�� 
N50� 
N5�� 
���	�	�	N� 
��5��5�!G��� ���	G	�	�� 

�!M��� �5��5����	�	M	�� 
 （A１６）

を得る。後半で� と�の交換を行った。なお（A１６）式で���5���とおくと，（A１５）式が得られる。
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